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Abstrakt prace

1. Téma prace: Rekurentné zobrazovanie aklastrova analyza ako
alternativy pri analyze finan¢nych ¢asovych radov.
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3. Ro¢nik a odbor studia: 1. rocnik 2.stupen; Financie, bankovnictvo a
investovanie

4. Konzultant/veduci prace: Doc. RNDr. Denis Horvath, CSc.

5. Obsah:
a) ciel rieSenia:

Linedrne modely vo finan¢nych casovych radoch nedostatocne
modeluji priebehy, ktoré sa zlozitejSieho charakteru. Vpraci sme
predstavili metédu rekurentného zobrazovania, ktora je nelinedrneho
charakteru. Cielom pomocou tejto metddy je identifikdcia nelinearity
a urcitych vzorov v Casovych radoch. V praci sme taktiez pouzili klastrova
analyzu, ked'Ze vzory budicnosti st determinované minulostou. Pomocou
Markovovho retazca sme ukazali, Ze je mozné

b) obsah riesenia:

Praca podava alternativny pristup pri analyzovani Casovych radov.
Tento novy pristup je zaloZeny na zobrazovani dynamiky casovych radov.
Metdda rekurentného zobrazovania podava isty obraz o tom, aké systémy
sa vdanom c¢asovom rade nachadzaju. Rekurentne kvantifikujiica anlyza
nadvdazuje na rekurentné zobrazovanie.RQA kvantifikuje Struktiru
ziskanych grafov. Ukazovatele RQA pouzité v praci urcuji komplexnost
systému.

c) dosiahnuté vysledky

Klasické modely Box-Jenkinsa nepodali v praci dostatoCne vyznamné
vysledky. V praci sme taktiez poukazali na to, Ze vramci rekurentne
kvantifikujicej analyzy sa ukazovatele DET a LAM vyrazne znizili pred
krizovym obdobim. ZhorSenie predikcie sme mohli vidiet aj pomocou
Theilovej Statistiky. AICc ukazalo, Ze v tychto casovych oknach nadobudalo
vysoké hodnoty.

6. KlI'icové slova: rekurentné zobrazovanie, klastrova analyza, ARMA, VAR




1 Uvod

V préci si rozoberané alternativne pristupy pri analyzovani ¢asovych radov. Medzi
zakladné metody analyzy casovych radov patri metodologia Box-Jenkinsa, dekom-
pozicia ¢asovych radov a iné. Ako hlavna problematika ¢asovych radov je nelinearita.
T4 sposobuje problém, ktory spociva v tom, zZe klasické linedrne modely nedavaju
statisticky vyznamné vysledky. V kontexte tychto poznatkov sa v praci budeme
venovat nelinearnym pristupom, ktoré sa snazia zobrazit nelinearitu. Ide predovset-
kym o rekurentné zobrazovanie. Klastrova analyza bola pouzitd ako isty doplnok
k spomenutym metédam. Zodpovedanie otazky ¢o je nelinearita moze byt velmi
komplikované. V ekonometrickej praxi existuje nelinedrna metoda najmensich stvor-
cov alebo taktiez modely nelinearne v parametroch, ¢i nelinearne modely volatility
(EGARCH, IEGARCH, GJR-GARCH a pod.). Rekurentné zobrazovanie prezento-
vané v praci je metoda, ktora zobrazuje dynamiku systému. Nie je to klasicka metoda
zalozend na odhadovani parametrov, ale ide o metédu, ktora spracovava udaje do
grafu. V grafoch sa nasledne daju identifikovat obrazce, ktoré su v niekorych pri-
padoch pravidelného charakteru. Skiimanim rekurentnych grafov sa dostdvame k
rekurentne kvantifikujicej analyze. Stucastou RQA st ukazovatele, ktoré kvantifi-
kuju struktiru rekurentného obrazca. Nelinearitu budeme chapat ako neschopnost
pouzitia klasickych linearnych metéd metodolégie Boxa-Jenkinsa. Nemoznost pou-
zitia tychto metod bude v kontexte rekurentne kvantifikujicej analyzy podporena
tym, ze v casovom rade sa ukazovatele determinizmus a laminarity zhorsia. Na-
sledne by tiez kritérium AICc malo rast. To budeme sledovat na casovom okne
akciovych indexov. Tym, ze LAM poklesne, znamena to tolko, ze klesa predvida-
telnost systému. DET urcuje percento rekurentnych bodov formujtcich diagonalnu
liniu. Pokles tohto ukazovatela znamend, ze predosly stav systému menej determi-
nuje nasledujtce stavy systému. Poukazeme na to, ze tieto ukazovatele pri zhorseni
podmienok na trhu, klesaji. Nedavne krizové udalosti na trhu si len dokazom toho,

ze je potrebné hladat nové pristupy pri analyzovani ¢asovych radov.




2 Uvod do analyzy ¢asovych radov

Casové rady st charakteristické vlastnostami akymi s trend, sezénnost, podmie-
nend heteroskedasticita a nelinearita [1], [2].Pod pojmom c¢asovy rad sa rozumie
akakolvek postupnost dat chronologicky usporiadand v ¢ase. V nanom pripade sa
budeme venovat ¢asovym radom finanéného charakteru. Nelinearita v ¢asovom rade
moze mat za nasledok to, ze sa bude v ¢ase menit autokorelacna struktura casového
radu [2]. Na druhej strane problematika nelinearity je velmi zlozitd a zdaleka nie

preskiimand oblast [2].

2.1 Autokorelacné vlastnosti casovych radov

Box-Jenkinsova metodologia pristupuje k analyze ¢asovych radov pomocou special-
nych stochastickych modelov zalozenych na predpoklade linearity. Ide napriklad o
modely ARIMA, ARMA, VAR a podobne. Postupy, ktoré boli prezentované v
monografii Box a Jenkinsa [[] st schopné modelovat priebehy, ktoré st zlozitejsieho
charakteru a nezvladnutelné dekompoziénym pristupom [1]. Modely Box-Jenkinsa
maju Specifické tvary autokorelaénych a parcidlnych autokorela¢nych funkeii [2]. Me-
todolégia Bax-Jenkinsa bola v knihe [1] analyzovand pre staciondrne ¢asové rady.
Stacionarita je, vSseobecne povedané, stochasticky ustalené spravanie ¢asového radu.

Rozligujeme slabti P| a striktnu [f| stacionaritu [1].

'Box a Jenkins Time series analysis, Forecasting and Control
2Slab4 stacionarita je stochasticky ustdlené spravanie strednej hodnoty a kovariancie, z ¢oho

vyplyva invariantnost rozptylu.
3Striktnd stacionarita znamen4 to, Ze pravdepodobnostné rozdelenie ¢asového radu je nezavislé

od posunov v case.




2.2 Vybrané modely jednorozmernych a viacrozmernych ca-

sovych radov
2.2.1 Proces ARMA p,q

Medzi zakladné procesy Box-Jenkinsovej metodologie sa radi aj proces ARMA(p, q),
ktory je zmieSanym procesom autoregresného procesu AR(p) a procesu klzavych

su¢tov MA(Q). Autoregresny proces AR(p) [ mozno symbolicky zapisat:

Yt = ©1Yi—1 + ©2Yi—2 + ©3Yi—3 + ... + ©pYi—p + Ey, (2.1)

kde @1, @2, 3, ..., ¢, s parametre autoregresného procesu a €; je postupnost nekore-
lovanych ndhodnych veli¢in s vlastnostami E(g;) = 0 a ¢ > 0. Nasledne vyjadrenim

rovnice pomocou operatora lagu ziskame nasledujtici tvar

Yt — O1Yt—1 + P2Yt—2 + P3Yt—3 + .. + QpYt—p = ¢, (2.2)
(1 — 1B+ paB* + p3B* + ... + 0, BP)y; = &4, (2.3)
p(B)ys = & (2.4)

Autoregresny proces radu p je stacionarny [ ak korene polynému ¢(B) lezia vntitri
jednotkového kruhu v komplexnej rovine a teda plati [¢1], |p2], [¢s], [@al, -, [@p] < 1.

Za tohto predpokladu mé autoregresny proces AR(p) stredni hodnotu E(y;—,,er =
2

Ty

2 _ 2 2 2
l—p1—p3—p5—... — @1
ného procesu [f] ziskame riesenfm diferenénej rovnice tvaru [1

0) a rozptyl 05 = . Autokorela¢ni funkciu autoregres-

Yo = P1Pk-1 + G2pr—2 + G3pk-3 + ... + OppPr—p- (2.5)

e — = 01(Ye—1 — 1) + ©2(Yi—2 — 1) + ©3(Yi—3 — 1) + ... + ©p(yr—p — 1) + & Plati viak, Ze

strednd hodnota m4 v ¢ase nemenny charakter E(y) = u.
5Za predpokladu stacionarity je autoregresny proces invertovany linedrny proces useknuty v

rade p. Linearny proces s nulovou strednou hodnotou mdézeme vyjadrit ako y; = &4 + 1641 +

Pocr_o + P33+ ... + ijtfj.
5p v rovnici predstavuje bod useknutia autoregresného procesu AR(p). Ide o bod, za ktorym

je autokorela¢nd funkcia rovna nule. Tento bod sa dé ziskat z vyberovej ACF'. Na tieto ucely sa

pouziva Bartlettova aproximécia, vid [1], [2].




Parcialna autokorelacnd funkcia je pre oneskorenia k = 1,2,3,4,5,...,p rozna od
nuly, avsak za bodom useknutia je nulovi. Kedze proces ARMA (p,q) sa sklada z
dvoch procesov, je potrebné spomentit proces kizavych stuctov MA (q). Formélne ho

mozeme vyjadrit [1], [2]

Y = & + 015,5_1 + 825,5_2 + 93575—3 + ...+ qut—qv (26)
(1—6,B—60,B—0,B>—6,B>— ... —0,B")y, = ¢, (2.7)
yr = 0(B9)z;. (2.8)

Proces MA (q) je vzdy staciondrny a vznikd useknutim linedrneho procesu v bode
q. Pre stacionarny proces MA (¢) plati, Ze ma nulovu strednt hodnotu E| . Rozptyl
procesu vieme zapisat ako o = (1+ 67 + 635 + 63 + ... + 67) . Autokorelacna funkcia

procesu MA (¢q) mé tvar ff

O + 01041 + 02010 + ... + 010,
14607405405 + ... 4 02

ak k=1,2,3,4,....q

Pk (2.9)

I
o

ak k> q

Proces ARMA(p, q) je teda kombindciou hore uvedenych procesov a mdzeme ho

zapisat ako [ [1], [2]
Yo = Q1Yi—1 + O2Y—o + oo F Oplip T e F e 1+ Ooei o+ A Og—y. (2.10)
Autokorelacna funkcia takto definovaného procesu splinuje diferenéni rovnicu

PE = P1Pk—1 T P2Pk—2 + P3Pk—3 T .. + OpPr—p- (2.11)

"Taktiez vieme pre nenulovii strednii hodnotu zapisat tento proces ako y; = ju + &; + 01641 +

926t_2 -+ 93825_3 + ..o+ qut—q
8Bod ¢ je bodom, za ktorym je autokorela¢nd funkcia procesu kizavych suctov rovnd 0. Opat

to vieme dokéazat Bartlettovou aproximéaciou.
9Takto vyjadreny tvar predpokladd nulovii stredni hodnotu. Pre strednt hodnotu réznu od

nuly a nezévisli od ¢asu prechddza tento tvar do tvaru rovnice: y; = p+ @1(ye—1 — ) + p2(yi—2 —

w)+ ...+ (pp(yt—p —p)+er+01ei1 + Oz 0+ ...+ 04€t—q




Autokorela¢né funkcia modelu ARMA (p, ¢) neméa bod useknutia a pozostéva z klesa-
jucich geometrickych postupnosti a sinusoid roznych frekvencii s klesajicimi ampli-
tadami. Box-Jenkinsova metodolégia priniesla isty algoritmus do analyzy casovych
radov a zosumarizovala dovtedy zname fakty. Analyza casovych radov pozostiva z

identifikdcie modelu, jeho odhadu, diagnostiky a predpovedi [l [1].

2.2.2 Zakladny model viacrozmernych c¢asovych radov VAR

Doteraz sme pracovali s jednorozmernym ¢asovym radom, ked sme predstavili model
ARMA(p, q). V ekonometrii sa vSak ¢asto pracuje s viacrozmernymi ¢asovymi radmi,
kde medzi najznamejsie modely patri vektorova autoregresia alebo inak napisané
VAR (p). Vlastnosti, ktoré sme definovali pre jednorozmerny ¢asovy rad dokdzeme
zovieobecnit aj pre viacrozmerné ¢asové radyfl| Vychadzajme z viacrozmerného ca-
sového radu y,. Slaba stacionarita viacrozmerného ¢asového radu znamend invarian-
tnost prvého a druhého momentu viacrozmerného ndhodného procesu voc¢i posunom
v case. Rozdiel oproti jednorozmernym radom bude v zapise tohto predpokladu a

teda pre Iubovolné h plati [1], |2]

E(y,) = pu = konst., (2.12)

cov(y,,y1) = E[(y, — m)(ye = 1)"] = cov(¥o i, i), (2.13)
z ¢oho vyplyva, ze var(y,) = Xyy. Pre viacrozmerné ¢asové rady sa taktiez uvadza

autokorelatnd a autokovariancénd funkcial? v maticovom tvare.

pr = DV, D2, (2.14)
pre k = ...,—1,0,1, ..., pricom D = diagXyy. Matica D predstavuje diagonalnu
liniu matice Xyy.

Vie = cov(Y, Yea) = E(ye — 1) (Yeae = 1) (2.15)

10y praci budeme aplikovat ARMA (p, ¢) model na ¢asové rady indexov.
HNViacrozmerné asové rady — realizécia viacrozmerného ndhodného procesu
12Samozrejme v skutocnosti pracujeme s odhadmi autokorela¢nych a autokovarianénych funkcii.

Pri zapise sa to zmeni o odhady matice strednej hodnoty a rozptylovej matice.




pre k=..,—1,0,1,....

Zakladnym modelom viacrozmernych casovych radov je model VAR (p). Model méo-

zeme zapisat v tvare

Ve = Go T P1Yi 1+ Gy, o+ D3y g+ .+ ¢th—p + &4, (2.16)

kde €; je m-rozmerny biely éumlﬂ,q&o je intercept a @y, @y, @3, ..., ¢, si matice
parametrov VAR(p).. Ako vidime, model VAR (p) je zalozeny na predpoklade line-
arity.

2.3 Komplexnost systému a nelinearita

Linearne metédy interpretuju pravidelnu struktiaru v datach pomocou linearnej ko-
relacie. Paradigma linearity spociva v tom, ze malé zmeny vedu k malym konec¢nym
efektom. Ako sme uviedli, finanény trh moézeme povazovat za komplexny systém,
v ktorom sa interakcie medzi agentmi chdpu nelinedrne [6]. Stidie realizované na
rozsiahlych finanénych datach skiimali komplexnost v dynamike cien finanénych na-
strojov. Ako je napisané v ¢lanku [6], vysledkom tychto studii je definovanie komple-
xity na troch urovniach. Prva droven komplexity je casovy rad vo vztahu ku svojej
autokorelacnej funkcii [6]. Studie ukdzali, ze ¢i uz ide o vysoko aktivny trh akym je
NYSE, alebo emerging trh akym je Budapest stock Exchange, ¢i regiondlny trh akym
je Milan stock Exchange, autokorelacna funkcia tychto trhov ma monoténne klesa-
juci charakter s velmi kratkym ¢asom korelovanosti’} Druhy stupeni komplexity vy-
jadruje cross-korelacia medzi ¢asovo synchronizovanymi ¢asovymi radmi finanénych
nastrojov. Pre casovy horizont jedného obchodného dna je charakteristicky vysoky
korelacny koeficient [6]. Tretia troven komplexity predstavuje spolocné spravanie

pocas extrémnych udalosti na trhu. V studii boli realizované analyzy distribu¢nych

13 Angl. white noise
14Pri vysoko aktivnych trhoch to nie je dokonca viac ani ako 5 mintt.




funkcii vynosnosti finanénych nastrojov. Boli zistené dramatické zmeny v distri-
buc¢nych funkcidch vynosov pocas extrémnych udalosti v porovnani s obycajnymi
obchodnymi driami [6]. V kontexte komplexity mdzeme tieto stupne chapat aj ako
isté prekazky voci aplikacii klasickych linedarnych modelov na data systematického
charakteru. V poslednych rokoch sme svedkami systematizacie nastrojov nelinear-
neho charakteru vyustujucich do nelinedrnej analyzy casovych radov. Alternativou
klasickych linearnych metdd je taktiez klastrova analyza, ktora taktiez v nasledujui-
cich kapitolach este predstavime. Ak by sme to chceli zhrnit, tak v tejto Casti sme
naznacili, ze v stucasnosti existuje, podla nasho nazoru, opodstatnenost inklinacie
ku metodam nelinedrneho charakteru vyplyvajica zo stéle zvysujicej sa komple-
xity redlneho sveta. V kontexte komplexity mézeme tieto stupne chépat aj ako isté
prekazky voci aplikacii klasickych linedrnych modelov na data systematického cha-
rakteru. V poslednych rokoch sme svedkami systematizacie nastrojov nelinearneho
charakteru vyustujucich do nelinearnej analyzy c¢asovych radov. Tieto metédy mo-
zeme rozdelit na metrické, topologické a dynamické [18]. V nasledujicich kapitolach

si z tychto metdd predstavime rekurentné zobrazovanie, ako priklad topologického

pristupuﬂ.

15Metrické metédy skiimaji vzdialenosti systémovych atraktorov, medzi dynamické metédy patri
napriklad Lyapunov atraktor. Topologické metdédy sktimaji organizaciu podivnych atraktorov a

medzi tieto metédy patri spominané rekurentné zobrazovanie. Pre viac informécii odporiacame [18§].




3 Rekurentné zobrazovanie a rekurentne kvanti-

fikujica analyza

3.1 Charakteristika rekurentného zobrazovania

Metoda rekurentného zobrazovania |11] bola predstavend v ¢lanku Recurence plots in
dynamical systemﬂ. Ako sme uviedli, metéda rekurentného zobrazovania patri me-
dzi topologické postupy nelinearneho charakteru. Metéda je skonStruovana na lokali-
zéciu skrytych opakujicich sa vzorov, nestacionarity a Strukturalnych zmien [18], [7].
Inymi slovami, rekurentné zobrazovanie odhaluje vSetky casové okamihy, kedy tra-
jektoéria fazového priestorum navstivi priblizne rovnaky fazovy priestor [8]. Podsta-
tou rekurentného zobrazovania je vypocet N x N — rozmernej matice. Vezmime jed-
norozmerny casovy rad, ktory je castou vacsieho n - dimenzionalneho modelu. Ako
sa uvadza v [1§], na zdklade Takensovho teorému je mozné pomocou jednorozmer-
ného casového radu vytvorit topologicky ekvivalentny obraz dynamického systému.

Zostrojime vektor |
X,m = (XtaXt+d7Xt+2d7 -'-7Xt+(m71)d>7 (3~1)
kde m je embedding dimenzia a d je casové oneskorenie.
Ri; = 0(e — [lxi — %)), (3.2)

pre 1,7 = 1,2,3,4, ..., N Rekurentné zobrazovanie je matica bodov ¢, ; kde kazdy

bod je oznaceny bodkou ak Vzdialenost’lr_gl medzi oneskorenymi vektormi z; a z; je

16Predstavili ju autori — J.P. ECKMANN, S. OLIFFSON KAMPHORST a D. RUELLE
17faz0vy priestor (angl. phase space). Body fazového priestoru slizia vo fyzike na popis stavov

ststavy hmotnych bodov v kazdom okamihu. Tieto body vytvdraju trajektériu («F*), ktord ked
vytvara ur¢itu Struktiru, hovorime o atraktoroch. Zobrazenie fizového priestoru podla [4] mapuje

stavy vektoru X; oproti oneskorenému vektoru X;i jeiay, formalne X; ~ X4 deiay-
18 Angl. sa to uvadza ako embedded vector. Ide o trajektériu fazového priestoru zostrojent me-

tédou ¢asového oneskorenia — vid [18].
19]1%|| je Euklidova vzdialenost dvoch bodov, €; je preddefinovans vzdialenost, @ je Heavisideova

funkcia alebo inak povedané jednotkovy skok definovand zapisom 6(xz) = 0 ifz > 0, (z) = 1

10



menej ako preddefinovand vzdialenost [12]. Parametre rekurentného zobrazovania —

embedding dimenzia m a oneskorenie d, sa v kontexte pouzitia tejto meté6dy musia

adekvitne odhadnatfY

3.2 Komplexnost v kontexte RQA

Nadvézne na rekurentné zobrazovanie boli predstavené ukazovatele, ktoré specifi-
kuju struktiru ziskani v rekurentnych grafoch [10]. Tieto ukazovatele st zalozené na
hustote rekurentnych bodoch a na diagonalnej respektive vertikalnej linii rekurent-
ného obrazca. Autori ¢lankov [9], [13] uvadzaju, Ze tieto ukazovatele st ukazovatele
komplexity. Hodnoty rekurentnych mier st schopné lokalizovat skryté dynamické st-
ruktiry v rekurentnych grafoch. Majme teda bod x; vektora, ku ktorému prislicha

mnozina rekurentnych bodov [13]
Si={xx:Ripy=1ke1,2,3,4,..,N —1}. (3.3)
Podmnozinou mnoziny S; je s;
sit={x;€8;: (RiyRijp1+ RiyRij—1) >0l € (1, N);Rip = Riny1 =0}, (34)

a definujeme ju ako vertikalnu lini v rekurentnom obrazci v stipei . Je to dolezité

definovat kvoli ukazovatelu LAJWF_Z], ktory mozeme definovat ako

N
P
LAM = Zvmton P1V)

Yoty P(v) (3:5)

ife >0 g
20Mutual information je ekvivalentné k autokorela¢nej funkcii, aviak na rozdiel od ACF, mutual

information zistuje aj nelinedrne korelécie.

2Lyertikalna linia je isty ¢asovy interval, v ktorom sa stav systému nemeni alebo meni velmi

pomaly. V rekurentnom obrazci sa moéze vytvorit diagonalna linia, ktord sa objavi ak segmenty
trajektorie (body vektora z}") narazia paralelne do iného segmentu — trajektéria prechadza tym

istym fazovym priestorom ale v rozlinom case. Pre viac informécii odporicame |8].
227 angl. laminarity.
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Vo vzorci mdzeme v definovat ako dizku vetkych spojenych podmnozin s;. P(v)
je histogram vertikélnej linie na celom rekurentnom obrazci [13]. LAM urcuje per-
cento rekurentnych bodov formujtcich vertikalnu liniu rekurentného grafu [9]. V
¢lanku [14] pouzivaji autori tento ukazovatel v stuvislosti s trhovymi padmi a kri-
zami. Poukazuji na to, Ze pred takymito situdciami nastane v ukazovateli LAM®|
pokles. Na zmenu ukazovateloch rekurentnej analyzy v désledku exogénnych ¢i endo-
génnych pricin poukazuju taktiez v ¢lanku [8]. V praxi sa pozivaju aj iné ukazovatele
ako napriklad percento rekurencie. Cim je percento rekurencie vyssie, tym viac je
dynamika periodickejsia [9]. Vztah vyzera nasledovne
1 N
RR(e) = N2 Z R; (e), (3.6)
ij=1

kde N je dizka ¢asového radu. Dalsim ukazovatelom je determinizmus oznadovany
ako DET. Tento ukazovatel urc¢uje percento rekurentnych bodov, ktoré patria dia-

gonélnej linii aspont o dlzke Imin. Vztah na vypocet tohto ukazovatela je

N
DET = —Zli’vmi” o)
iz 1P(l)

kde P(l) je histogram diagondlnej linie dizky [ v rekurentnom zobrazeni. T4to miera

(3.7)

urcuje predvidatelnost daného systému [9]. Rekurentne kvantifikujica analyza bola
uspesne aplikovand v mnohych vedeckych oblastiach. V poslednom obdobi sa co-
raz viac dostava do povedomia v oblasti ekondémie ako metdéda na baze nelinearity.
V tejto casti sme si ukazali nieco z nelinedarnych metéd na jednorozmernom caso-
vom rade. V nasledujicej casti si ukdzme situaciu, ak budeme analyzovat dvojicu

casovych radov.

3.3 Cross rekurentné zobrazovanie

Pri rekurentnom zobrazovani sme uvazovali len jednu trajektoériu xi* o dlzke N,.

Cross rekurentné zobrazovani uz uvazuje s pridanim dalsej trajektorie yi* o dlzke

23Klasicky sa uvazuje s Umin = 2.
24 Angl. CRP - cross recurrence plots.
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N,. CRP symbolicky mozeme zapisat ako

CRP,; =0(e; — Hxi — yj’

) (3.8)

pre i = 1,2,3,4,..., N, a pre j = 1,2,3,4,..., N,, pricom x;,y; € R™ Na pozicii v
matici N,z N, sa zobrazi rekurentny bod, pokial je bod v druhej trajektorii v case
j blizko stavu v prvej trajektorii v case i. Cross rekurentné obrazce zistuju casovo
zavislé spravanie procesov zaznamenanych vo dvoch jednorozmernych casovych ra-
doch. CRP taktiez umoziiuju $tidium synchronizacie ¢asovych radov [15], [16]. Co
sa tyka porovnania s rekurentne kvantifikujicou analyzou, pri CRP dochadza k

mensim zmenam)

25Zmeny sa tykaju ukazovatelov v stivislosti s pridanim novej trajektérie. spomenieme napr. RR

(miera rekurencie) — RR = Yi—1=kCR; ;

N -1
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4 Vybrané metdody klastrovej analyzy

Podstatou zhlukovania je rozdelenie dat do skupiny podobnych objektov, pricom
objekty v ramci skupiny maji podobné vlastnosti zatial ¢o objekty dvoch odlisnych
skupin maju rozdielne vlastnosti [17]. Skupinu v tomto zmysle voldme zhluk. Zatrie-
denie velkého poc¢tu dat do niekolkych skupin sposobi stratu niektorych detailov, ale
na druhej strane ziskame zjednodusenie. Zhlukova analyza je néstroj na objavenie

asociacii a struktiry v datach rozneho typu.

4.1 K-means zhlukovanie

Tato metoda patri medzi najpopularnejsi nastroj zhlukovej analyzy. Meno pochadza
z toho, ze kazdy zhluk je reprezentovany stredom jeho bodov. Takyto stred nazyvame
centroid. Je zrejmé, ze pri pouziti tejto metddy je nevyhnutné urcit pocet takychto
centroidov a priori, do ktorych chceme roztriedit data |17]. Hlavna myslienka k-
means zhlukovania je definovanie k pocet centroidov pre kazdy zhluk. V kone¢nom
dosledku k-means metdéda minimalizuje cielovi funkciu v tvare
k n
=3 el (4.1)
==

Vyraz ||...| predstavuje vzdialenost medzi datovym bodom z; a centroidom c;.

4.2 Fuzzy k-means zhlukovanie

Fuzzy k-means klastrovanie sa trochu od predoslého 1isi. Pri tejto metdéde uréujeme
prislusnost, s akou objekt patri danému zhluku. Je teda zrejmé, Ze objekt mdze

patrif viacerym zhlukom s rozdielnym participac¢nym koeficientom.

ug.‘”xi—chz;l <m < oo. (4.2)
1

-3

n
j:l 1=
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V tomto pripade je m realne ¢islo vacsie ako 1, uij predstavuje mieru prislusnosti k
danému zhluku a ¢; je n- rozmerny stred zhluku. Tato prislusnost danému zhluku

(participaciu) a n-rozmerny stred zhluku vieme zadefinovat nasledujticim spésobom

1

c X; — Cj —1
s <|| J||>m

[l — cx|

ZZ‘]\L1 u;?iz

kde Cj = Niu'm
Z:1 ZJ v/ o v / . 4 .

dam a budeme ju pouzivat na financnom rade trhového indexu akym je DJIA.
J ym ]

. Klastrova analyza predstavuje alternativu ku klasickym meté-
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5 Analyza a pouzité data

V praci budeme pracovat s dennymi uzatvaracimi cenami akciovych indexov — DJIA,
PX50, NIKKEI, NASDAQ, SP500 a FTSE100% Uzatvéracie ceny v jednotlivych

obchodnych dnoch sme transformovali na percentudlne logaritmické vynosnosti
s = 100(1nPt —lnPt_l), (51)

kde P, a P,_; st uzatvaracie ceny indexov v ¢ase t respektive v ¢ase t—1. A priory sme
zadefinovali maximalny pocet autoregresnych parametrov p a parametrov kizavého
suctu q.

p,q € (1,5). (5.2)
Na jednotlivé indexy sme identifikovali ARMA a odhadnuté parametre tohto procesu

sme urcili minimalizaciou Akaikeho korigovaného kritériaE] [1].
(P, ) = minAICc(p, q), (5.3)

kde p, ¢ st odhadnuté parametre procesu ARMA a AlCc (p,q) je Akaikeho infor-

macné kritérium pre zvolené p a ¢ v tvare:

2%(k + 1)

Al = Al e —
Ce(p, q) Ct —F—7

(5.4)

kde k = p + ¢, n je pocet pozorovani a AIC" je Akaikeho informacné kritérium v

tvare:

AIC = 2k — 2Iln(ARM A*(p, q)), (5.5)

kde In(ARM A% (p, q)) je logaritmus hodnoty maximdlnej vierohodnosti daného mo-
delu. Takto sme ziskali modely na celom ¢asovom rade jednotlivych indexov. Na-

sledne sme 3800 pozorovani sme rozélenili na ¢asové okna o dizke 200. Na takto

26Problém, s ktorym sme sa pri uzatvaracich cenich stretli, spo¢ival v nestilade medzi obchod-
nymi diiami v USA, Eurépe a Japonsku. Casové obdobie, ktoré sme brali do tivahy zaéina 8.1.1996.
Po zostladeni pozorovani v jednotlivych indexoch sme takto ziskali 3800 pozorovani, ktoré sa ko-

ncili ddtumom 27.9.2012.
27Uréuje sa pre koneény pocet pozorovani.

16



urcenom okne sme pre odhadnuté ARMA modely urcili AICc kritérium na celkovo
180 pozorovani. Na zvysnych pozorovaniach sme urcili ex-post predikciu. Predikciu

sme hodnotili pomocou Theilovej Statistiky pre jednotlivé ¢asové okna [1]:

h ~
\/Z?in+l<rt — 1)
+h 2 +h a2
\/Z?=n+1 TP+ \/Z?:nJrl T

THEIL = (5.6)

kde 7, su predikcie logaritmickych vynosnosti na zéklade modelu ARMA (p, q). Ako
sa v [3] uvddza, pri dobre urcenych modeloch nadobuda tato Statistika hodnoty
blizko 0 a naopak hodnoty bliziace sa 1 vypovedaji o iplnom nestilade medzi pre-
dikciou a skuto¢nostou [1]. Pomocou rekurentného zobrazovania transformovanych
casovych radov sme ziskali obraz o dynamike systému. Ako je v predoslych kapito-
lach spomenuté, z rekurentne kvantifikujiicej analyzy sme vybrali niekolko ukazova-
telov — DET, LAM a RHF_E]. Tieto ukazovatele sme kvantifikovali pre kazdé casové
okno. V kapitole rekurentného zobrazovania sme naznacili, ze parametre trajektorie
je potrebné urcit. Ako stucast softvéru VRA je metéda FNN (angl. False nearest ne-
ighbours), ktora uréuje optimédlnu dimeziu m trajektérie. Oneskorenie (lag) urcime
aplikdciou vzéjomnej informécie (angl. mutual information). Tieto parametre tra-
jektorie su taktiez dolezité pri rekurentne kvantifikujicej analyze. Na testovanie
vyznamnosti parametrov prislusnych modelov na celom casovom rade sme pouzili
t-test?] Testovanie modelu ako celku sme realizovali F-testom. Uréili sme taktiez ko-
eficient determinécie, ktory urcuje kolko percent variability vysvetlovanej premennej
sme vysvetlili pomocou vysvetlujicich premennych [3]. Z alternativnych pristupov
k analyze casovych radov taktiez aplikujeme klastrovi analyzu na ¢asovy rad. A
priory nds priebeh ¢asového radu nebude zaujimat. Na asovom okne o dlzke 28
definujeme momenty, ktoré budu vstupovat do zhlukovej analyzy. Na celkovom po-

¢te 29148 pozorovani indexu DJIA je teda zrejmé, ze celkovy pocet vytvorenych

28DET - determinizmus, LAM — laminarita, RR — percento rekurencie

2Hodnotu prislusného odhadnutého parametra (autoregresného alebo parametra kizavych si-
¢tov) sme podelili standardnou odchylkou odhadnutého parametra. T-Satistika je zo Studentovho

rozdelenia s (n — k — 1) [3] stuptiami volnosti.
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okien bude 1041. Casové okno sa nebude prekryvat. Momenty, ktoré budi vstupo-
vat do klastrovania, definujeme dvoma spdsobmi. V prvom pripade p6jde o klasické
statistické vlastnosti — stredné hodnota, smerodajna odchylka, medidn, Sikmost a
Spicatost. Tieto vlastnosti uré¢ime pre jednotlivé ¢asové okno. Kedze kazda vlastnost
ma iné rozpatie, pred ich pouzitim musime tieto idaje normalizovat. Urobime tak
pre kazdu vlastnost a dévodom je to, aby do analyzy vstupovali s rovnakou vahou.
Pouzijeme teda datovu standardizaciu a konkrétne v nasom pripade budeme data

standardizovat nasledujicim spdsobom:

oy = b Tmin (5.7)

Tmaz — Tmin

Pre druhy spdsob definujeme sStatistické momenty inym spdsobom. A teda:

ay 1/q
} ) (5.8)

pre ¢ = 1,2,3,... Ako v predoslom pripade, pred vstupom do metriky je potrebné

n

1
xi—;ij

Jj=1

Uq:{i

i=1

data standardizovaf. Pri zhlukovani budeme pracovat s piatimi momentmi t.j. ¢ =

1,2,3,4,5. Standardizaciu vykondme vzhladom k druhému momentu:

(22,22, 22, 55 (5.9)

po po’ e pe’
K-means zhlukovanim sme ziskali priradenie zhluku k ¢asovému radu. Vznikla urcita
postupnost (napr.112145133364...). Na tuto postupnost mozeme aplikovat analyzu
Markovovho retazca. V nasom pripade sa bavime o nahodnom procese, ktory ma
diskrétne stavy [1]. Tento proces predchddza medzi stavmi 1 az 10 (podla toho aky
pocet zhlukov pre k-means zhlukovanie uréime — oznac¢ime ich ako Yt). Plati tzv.
markovovskd vlastnost: P(Yiy1 = j|Y: = 4, Vo1 = 41, Y0 = dg...) = P(Yy1 =
JlY: = 1), ¢o znamen4, Ze spravanie Markovho retazca v budicnosti ¢ + 1 nezévisi
od minulosti ¢ — 1, ale len od pritomnosti (¢as ozna¢ime ako: t ako pritomnost,
budicnost ako ¢ + 1, minulost ¢ — 1 a stavy systému ako Y;). Vo vzorci figuruje na

lavej strane pravdepodobnost prechodu zo stavu j v ¢ase t do stavu ¢ v ¢ase ¢t + 1.

pij = P(Ye1 = jlY: =) (5.10)
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Tato pravdepodobnost je mozné odhadnit: p;; = ﬁ, kde n;; je pocet vset-
k=—oc0 't
kych prechodov zo stavu ¢ do stavu j, ktory podelime sumou vsetkych pozorovanych

prechodov zo stavu i [1].
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6 Zaver

Analyzou casovych radov pomocou Box-Jenkinovej metodolégie sme dospeli k za-
veru, ze odhadnuté modely ARMA nie st velmi dobrym nastrojom. Z pohladu vy-
znamnosti parametrov usudzujeme, ze na hladine vyznamnosti 0,05 sa v kazdom
modeli nachadzaju prave tri parametre, ktoré su Statisticky vyznamné. Celkovy mo-
del je na zaklade p-hodnoty ziskanej z F-statistiky nevyznamny. Tento zaver sme
ziskali zo vSetkych indexov. Koeficient determinacia bol na velmi nizkej arovni. Cel-
kovo nevysvetlil ani 2 percentd variability vysvetlujicej premennej. Rekurentnym
zobrazenim casovych radov sme zistili to, ze v pripade krizovej situacie sa na verti-
kale zobrazi linia, ktora je farebne zvyraznena. Ako vidime v prilohe ¢. 2, v poradi
péatnaste casové okno suvisi s velmi vyznamnou udalostou na trhu. Na casovych
radoch vSetkych indexoch v ¢asovom okne ¢.15 vidime ako logaritmické vynosnosti
prechadzaju do vyssej volatility. Ide o obdobie medzi majom 2008 a koncom marca
2009. Je este zaujimavé poukédzat na index NASDAQ. Zvyseniu volatility zodpoveda
aj casové okno ¢. 5,6 a 7, ktoré zodpovedaju obdobiu konca roka 1999 az 2001. V
tomto obdobi sa prejavila DOT.COM kriza internetovych spolo¢nosti.
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Priloha €.1: Identifikacia ARMA procesov

Identifikované ARMA procesy na vybranych trhovych indexov

AlCc:

na zaklade minimalizacie

Trhovy index Odhadnuty ARMA (p,q) AlCc
DJIA (5.2) 12567,9
FTSE100 (5.1) 12797,5
PX50 (2,5) 14254,8
NIKKEI 225 (4,2) 14386,2
NASDAQ (5.4) 15139,3
Odhadnuté koeficienty ARMA procesov:
DJIA FTSE NIKKEI NASDAQ PX
Koeficienty AR (p)
arl 1,001022 -0,21722 0,503363 0,008738 -0,6882
ar2 -0,9181 -0,08438 -1,01065 -0,46195 -0,85814
ar3 -0,05219 -0,05636 -0,00598 0,011283 x
ar4 0,002362 0,008814 -0,06482 -0,93731 x
ar5 -0,04095 -0,09362 x -0,03266 x
Koeficienty MA(q)
mal -1,06069 0,196002 -0,54728 -0,01588 0,720611
maz2 0,960372 x 0,982257 0,450786 0,860622
ma3 X X X -0,03084 -0,00122
ma4 X X X 0,935139 -0,02664
mab X X X X -0,04937
intercept 0,022355 0,011814  -0,0217 0,027677 0,018809

T — statistiky odhadnutych koeficientov modelu (uvedené pomocou p-hodnot):

*p<0,05

DJIA FTSE NIKKEI NASDAQ PX
arl 1 0,072464 1 0,608314 8,07E-06*
ar2 3,63E-10*  0,00052* 2,08E-11* 8,01E-08* 6,82E-08*
ar3 0,046351* 0,009715* 0,375993 0,633243 X
ard 0,538939 0,689655 0,002156* 4,54E-11* X
arb 0,019233  0,000273* X 0,046936* X
mal 2E-12* 0,908047 6,05E-12* 0,280535  0,999994
ma2 1 X 1 1
ma3 X X X 0,182568  0,480142
maé X X X 0,122625
mab X X X 0,01011*
intercept  0,871976 0,740659 0,192892 0,8254 0,762129
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F — $tatistiky (ich p-hodnoty) a koeficienty determinacie odhadnutych ARMA procesov:

Index DIJIA FTSE NASDAQ | PX NIKKEI
R? 0,01 0,017 0,0078 0,0074 | 0,0082
p-hodnota 0,52 0,95 0,086* 0,33 0,61

*p<0,1

Priloha €.2: Obrazky - vystupy programu R

Casovy rad logaritmickych vynosnosti
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Priloha ¢.3: Rekurentné zobrazenie vybranych indexov

Obrizok: DJIA Obrazok: FTSE100
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Priloha €.4: Rekurentne kvantifikujuca analyza
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Priloha ¢.5: Zhlukova analyza

Klastrovanie na zéklade definovanych momentov:

stavA/stavB 1 2 3 4 5
1 0.24644550 0.24644550 0.13744076 0.29857820 0.07582938
2 0.18309859 0.28521127 0.15845070 0.31690141 0.05281690
3 0.19496855 0.30817610 0.12578616 0.27672956 0.09433962
4 0.17532468 0.26623377 0.17857143 0.29220779 0.08766234
5 0.28205128 0.25641026 0.12820513 0.26923077 0.06410256

Klastrovanie pre $tatistické momenty

stavB
stavA 1 2 3 4 5
1 0.222222222 0.000000000 0.004444444 0.155555556 0.622222222
2 0.000000000 0.971962617 0.018691589 0.000000000 0.000000000
3 0.000000000 0.057692308 0.942307692 0.000000000 0.000000000
4 0.301470588 0.000000000 0.000000000 0.213235294 0.485294118
5 0.258188825 0.000000000 0.000000000 0.138728324 0.603082852

27



Priloha: Niektoré prikazy v programe R pouzité v praci

Identifikdcia modelu ARMA na zéklade minimalizacie AlCc
BEST.ARMA<-function(x){
for(p in 0:5){
for(q in 0:5){
myfit<-arima(x,order=c(p,0,q), method="ML", include.mean=F, optim.control = list(maxit = 1000))
AlCC<-aicc(myfitSloglik, p, g, length(x))
print(c(p,q,AICC))
1
AlCc kritérium
aicc<-function(loglik,p,q,n)
{ k<-p+q
AICC<--2*loglik+2*k+2*k*(k+1)/(n-k-1)
return(AICC)

}
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AICc kritérium a Theilova Statistika

AlCc1.FTSE<-numeric()

Theil.FTSE <- numeric()

FTSE <- FTSE1

w<-200

imax<-19

for (i in 1:imax){
dn<-i*w-199
up<-dn+199

dnl<-up-20

dn2 <-dnl+1
vektor<-FTSE[dn:dn1]

arimal.FTSE<-arima(vektor, order=c(5, 0, 1), method=c("ML"), optim.control = list(maxit =
10000000))

AICc1.FTSE[i]<--2*arimal.FTSESloglik+2*6+2*6*(6+1)/(180-6-1)
prediction <- predict(arimal.FTSE,20)

Theil.FTSE[i] <- ((sum((FTSE[dn2:up]-
predictionSpred)*(2)))*(1/2))/((sum((predictionSpred)*2))*(1/2)+(sum((FTSE[dn2:up])*2))*(1/2))

}
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Klastrova analyza
vlastl<-numeric(1040)
vlast2<-numeric(1040)
vlast3<-numeric(1040)
vlast4<-numeric(1040)
vlast5<-numeric(1040)
w<-28
imax<-1040
for (i in O:imax){

dn<-i*w+1

up<-dn+w-1

print(paste("dn=",dn," ","up=",up))

vektor<-DJ[dn:up]

print(vektor)

vlast1[i]l<-mean(vektor)

vlast2[i]<-sd(vektor)

vlast3[i]<-median(vektor)

vlast4[i]<-skewness(vektor)

vlast5[i]<-kurtosis(vektor)}
vlalstand<-(vlastl-min(vlast1))/(max(vlastl)-min(vlast1))
vla2stand<-(vlast2-min(vlast2))/(max(vlast2)-min(vlast2))
vla3stand<-(vlast3-min(vlast3))/(max(vlast3)-min(vlast3))
vladstand<-(vlast4-min(vlast4))/(max(vlast4)-min(vlast4))
vla5stand<-(vlast5-min(vlast5))/(max(vlast5)-min(vlast5))
vlastnosti<-cbind(vlalstand, vla2stand, vla3stand, vladstand, vlaSstand)
stavB<-retazec[2:1041]
stavA<-retazec[1:1040]
vektor.spolocny<-cbind(stavA, stavB)
TM<-table(stavA, stavB)

TM.prob<-TM/colSums(TM)
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